Fonctions de plusieurs variables 



Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www. maths -f ranee . f r 

* tres facile ** facile *** difficulty moyenne **** difficile ***** tres difficile 

I : Incontournable 


Exercice 1 ** I 

Etudier 1’ existence et la valeur eventuelle des limites suivantes : 

1. ^en(0,0) 

2. ^en(0,0) 

3. ^en(0,0) 

4. V^+y 1 en (0,0) 

Wvbl+blvM 

5. en (0,0) 

6. en (0,0) 

7- en (0,0,0) 

8- ? ^ ? en(2,-2,0) 

Correction ▼ 


[005887] 


Exercice 2 *** I 

Pour (x,y) G M 2 , on pose f(x,y) 
sur M 2 . 

Correction Y 


*§^1 si (*,?)/ ( 0 , 0 ) 

Osi (x,y) = (0,0) 


. Montrer que / est de classe C 1 (au moins) 


[005888] 


Exercice 3 


Soit f(x,y) = 


y 1 sin 


0 si y = 0 


siy / 0 


Determiner le plus grand sous-ensemble de M 2 sur lequel / est de classe C 1 . Verifier que (0, 0) et (0, 0) 
existent et sont differents. 

Correction Y [005889] 


Exercice 4 ** 

Montrer que <p : M 2 — > M 2 est un C^diffeomorphisme de M 2 sur lui-meme. 

(■ x,y ) ^ (e x -ey,x+y) 

Correction Y [005890] 
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Exercice 5 *** 


Soit n € N. Montrer que E equation y 2 " * 1 + y — x = 0 definit implicitement une fonction cp sur M telle que : 
(V(ij)gM 2 ), [y 2 "+'+y-x = 0^y= cp(x)}. 

Montrer que (p est de classe C°° sur M et calculer / 0 2 (p(t) dt. 

Correction T [005891] 


Exercice 6 *** 

Donner un developpement limite a l’ordre 3 en 0 de la fonction implicitement definie sur un voisinage de 0 par 
l’egalite e x+y + y — 1 = 0. 

Correction T [005892] 


Exercice 7 * 

Soit / une application de M" dans M de classe C 1 . On dit que / est positivement homogene de degre r (r reel 
donne) si et seulement si VA G]0, +°o[, Vje G M", /(Ax) = A r f(x). 

Montrer pour une telle fonction l’identite d’ Euler : 

Vx = (xi, ...,x n ) e W L" =1 x/g(x) = rf(x). 


Correction ▼ 


[005893] 


Exercice 8**1 

Extremums des fonctions suivantes : 

1. f(x,y) =x 3 + 3x 2 y— 15x— 12y 

2. f(x,y) = — 2(x — y) 2 +x 4 + y 4 . 


Correction ▼ [005894] 


Exercice 9 *** I 



Soit / : GL n (M) -> 

M„ (M) . Montrer que / est differentiable 

en tout point de M„ (M) \ {0} et determiner 

A t y 

sa differentielle. 

A’ 1 


Correction T 


[005895] 

Exercice 10 * 

Determiner Max{ sinz|, 

z e C, z ^ 1}. 


Correction T 


[005896] 

Exercice 11 ** 




Les formes differentielles suivantes sont elles exactes ? Si oui, integrer et si non chercher un facteur integrant. 


1 . CO = (2x + 2y + e x+y ) (dx + dy) sur M 2 . 

2. (O = x ^Iyf sur O = {(x,y) G M 2 / y > x} 


3. (Q = * i ^ y 

x 1 +y l 


-ydy 


4 . co = yij.dx — yyjdy sur (]0, +°°[) 2 (trouver un facteur integrant non nul ne dependant que de x 2 + v 2 ). 


Correction ▼ 


[005897] 


Exercice 12 *** I 


Resoudre les equations aux derivees partielles suivantes : 

1. 2 ^ = 0 en posant u = x + y et v = x + 2 y. 
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2. x ^ = 0 sur M 2 \ {(0,0)} en passant en polaires. 

3. x 2 ^ + 2xy-j^ +^ 2 ^4 = 0 sur ]0,+°°[xR en posant x = u ety = uv. 

Correction ▼ [005898] 


Exercice 13 ** 

Determiner la differentielle en tout point de / : M 3 x M 3 — > M et g : M 3 xM 3 — > M . 

(x,y) >->• x.y (. x,y) i-A xA y 

Correction T [005899] 


Exercice 14 ** 

Soit (E. || ||) un espace vectoriel norme et B = {x £ E / ||x|| < 1}. Montrer que / : E — > B est un 

* ^ T+p! 

homeomorphisme. 

Correction T [005900] 


Exercice 15 ** 

E = M” est muni de sa structure euclidienne usuelle. Montrer que / : E — > M est differentiable sur 

x i-A | |x 1 1 2 

E \ {0} et preciser df. Montrer que / n’est pas differentiable en 0. 

Correction T [005901] 


Exercice 16 *** 

Maximum du produit des distances d’un point M interieur a un triangle ABC aux cotes de ce triangle. 

Correction T [005902] 


Exercice 17 * 

Minimum de f(x,y) = \Jx 2 + (y — a) 2 + y/(x — a) 2 +y 2 , a reel donne. 

Correction ▼ [005903] 


Exercice 18 *** 

Trouver une application non constante / : ] — 1, 1 [— > M de classe C 2 telle que l’application g definie sur M 2 
par g(x,y) = f ^ L °h(Ty) ) a2t un l a pl ac i en nu l sur un ensemble a preciser. (On rappelle que le laplacien de g est 

Ag = ^j§ + |-f . Une fonction de laplacien nul est dite harmonique.) 

Correction T [005904] 


Exercice 19 *** I 

Soit / : M 2 — > M 2 de classe C 2 dont la differentielle en tout point est une rotation. Montrer que / est une 
rotation affine. 

Correction T [005905] 


unit! 

scie 


Retrouver cette fiche et d’autres 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1 . / est definie sur M 2 \ {( 0 , 0 )}. 

Pour x ^ 0, /(x, 0) = 0. Quand x tend vers 0, le couple (x, 0) tend vers le couple (0, 0) et /(x, 0) tend vers 
0. Done, si / a une limite reelle en 0, cette limite est necessairement 0. 

Pour x / 0, /(x,x) = }. Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers (0,0) et /(x,x) tend vers } ^ 0. 
Done / n’a pas de limite reelle en (0,0). 

2 . / est definie sur M 2 \ {( 0 , 0 )}. 

Pour (x,y) ^ (0,0), \f(x,y)\ = 4^ = x |xy| ^ {|.xy|. Comnie \\xy\ tend vers 0 quand le couple 
(x,y) tend vers le couple ( 0 , 0 ), il en est de meme de /. /(x,y ) tend vers 0 quand (x,y) tend vers ( 0 , 0 ). 

3. / est definie sur M 2 \ {(0,0)}. 

Pour y / 0, f(0,y) — Quand y tend vers 0 par valeurs superieures, le couple (0, y) tend vers le 

couple (0,0) et/(0,y) tend vers +°o. Done /n’a pas de limite reelle en (0,0). 


4. / est definie sur M 2 \ {(0,0)}. 


Pour x 7 ^ 0, /(x,x) = 


V2x 2 

2\x\ \Ax 


= } .Quand x tend vers 0 , le couple (x,x) tend vers le couple ( 0 , 0 ) et 


/(x,x) tend vers +°o. Done / n’a pas de limite reelle en (0,0). 

5. / est definie sur JR 2 \ {(x, — x), x € M}. 

Pour x/0, /(x, — x +x 3 ) = ^ A+A ^ 1 ~ — Quand x tend vers 0 par valeurs superieures, 

le couple (x, — x + x 3 ) tend vers (0,0 et /(x, — x + x 3 ) tend vers — °o. Done / n’a pas de limite reelle en 

( 0 , 0 ). 

6 . / est definie sur M 2 \ {(x, 0 ), x G M}. 


1— cos \/\xy\ 


l- y l (jc,y)— >(0,0) 2 l y l 


= '-$■ et done / tend vers 0 quand (x, v) tend vers ( 0 , 0 ). 


7. / est definie sur IR 3 prive du cone de revolution d’ equation x 2 — y 1 +z 2 = 0. 

/(x, 0,0) = | qui tend vers +°° quand x tend vers 0 par valeurs superieures. Done / n’a pas de limite 
reelle en ( 0 , 0 , 0 ). 

8 ' /(2 + /I .-2 + M) = = g(h,k,l). g(h, 0 , 0 ) tend vers | quand/? tend vers 0 etg( 0 , 0 ,/) tend 

vers 0 / \ quand 1 tend vers 0. Done, / n’a pas de limite reelle quand ( x,y,z ) tend vers (2, —2,0). 


Correction de l’exercice 2 ▲ 

• / est definie sur M 2 . 

• / est de classe C" sur M 2 \ {(0,0)} en tant que fraction rationnelle dont le denominateur ne s’annule pas sur 

M 2 \{(0,0)}. 

• Continuity en (0,0). Pour (x,y) / (0,0), 

\f{*,y) -/(0,0)| = ^ \xy\ x = \xy\. 

Comnie \xy\ tend vers 0 quand le couple (x,y) tend vers le couple (0.0), on a done lim / (x.y) = /(0,0). 

(x,y)->(0,0) 

(x,y)^(0,0) 

On en deduit que / est continue en (0,0) et finalement / est continue sur M 2 . 

/ est de classe C° au moins sur IR 2 . 

• Derivees partielles d’ordre 1 sur M 2 \ {(0, 0)}. / est de classe C 1 au moins sur M 2 \ {(0, 0)} et pour (x,y) ^ 

( 0 , 0 ), 


df( X _ ( 3 .P-/)(.P+/)-(.P-V)( 2 x) _ y(x*+ix 'V-/) 

dx\ X iy)-y (jr+y 2 ) 2 ~ (x 2 +y 2 ) 2 ’ 

D’autre paid, pour (x,y) / (0,0) f(x,y) = —f(y,x). Done pour (x,y) ^ (0,0), 
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3f( x v ) - _df( v x ) - -v(* * 4 -4*¥-y 4 ) 
dy\ X >y)— (r 2 +v 2^2 


(x 2 +y 2 )2 


Existence de §£ (0, 0) et §^ (0, 0). Pour x / 0, 


et done lim 


x— 0 


= 0. Ainsi, §£(0,0) existe et §£(0,0) = 0. De meme, §£(0,0) = 0. Ainsi, / admet 


/(*, 0 )-/( 0 , 0 ) _ 0-0 _ n 
x — 0 X u ’ 

dfl 




des derivees partielles premieres sur M~ definies par 


v(i,,)er ! ^m = ( a%(x , y) = { . 

I 0 si (x,y) = (0,0) 


Osi (x,y) = (0,0) 


Continuite de §£ et §^ en (0,0). Pour (x,y) / (0,0), 


dx dy 

§£(x, y )-§£(o,o) 


__ |y||x 4 +4A“v 2 -y 4 

“ (F+? 


< \y\ 


x 4 +4x 2 v 2 +v 4 

(x 2 +v 2 ) 2 ' 


< \y\ 


2x 4 +4x 2 y 2 +2v 4 _ 


(A 2 +y2) 2 


= 2 M- 


Comme 2|j| tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0), on en deduit que §§(x,;y) — §£(0,0) 


(x,y) tend vers (0,0). Done la fonction §§ est continue en (0,0) et finalement sur M 2 . II en est de meme de la 

^s^^oin^^iasseC^u^^ 


tend vers 0 quand 


fonction §£ et on a montre que 


Correction de l’exercice 3 A 

On pose D = {(i,0),r£l} puis O = M 2 \ D. 

• / est definie sur M 2 . 

• / est de classe C 1 sur E> en vertu de theoremes generaux et pour (x.y) £ O, 


^ c (x,y)=ycos(j S ) et ^(x,y) = 2vsm 
Etudions la continuite de / en (0,0). Pour (x,y) / (0,0), 


— xcos 


lf(x,y)-f (0,0)1 = 


y 


0 si y = 0 


si y / 0 




y 2 si y / 0 
0 si y = 0 


£v 2 . 


Comme y 2 tend vers 0 quand (x,y) tend vers 0, lim f(x,y) = /( 0,0) et done / est continue en (0,0) puis 

(*j)-K0,0) 

M^(o,o) 


/ est continue sur M 2 . 

• Etudions l’existence et la valeur eventuelle de §£ (xo, 0), xq reel donne. Pour x y xo, 

f(x,0)-f(xo,0) _ 0-0 _ q 

X Xq X-X 0 

Done o,°) tenc j vers q q uanc [ x tenc j vers Xo Q n en deduit que §£(xo,0) existe et §£(xo,0) = 0. Finale- 

ment, la fonction §£ est definie sur M 2 par 


V(x,y) <E M 2 , §£(x,;y) 


jcos si y / 0 
0 si y = 0 
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Etudions 1’ existence et la valeur eventuelle de ^ (xq, 0), xq reel donne. Pour y / 0, 


f(x 0 ,y)-f(xofi) = S-Ht) = : f.xo 

y o .v • ‘ V y 


On en deduit que 


/(- v o0')— /(- v n-0) 

y-0 


^ |y| puis que ^fco,yK/(*o,o) tend vers 0 quand y tend vers 0. Par suite, ^ (xq, 0) 


dy ' 


existe et ^(xq, 0) = 0. Finalement, la fonction iy est definie sur M 2 par 




0 si y = 0 


Etudions la continuite de en (xq,0), xq reel donne. Pour (x.y) <G 


U( x >y)~U( x 0 ’°) 


I 

' M 

cos(i) 

i 

0 si y = 0 


si y / 0 


< M- 


Quand (x,y) tend vers (0,0), y tend vers 0 et done |^(x,y) tend vers |^(xo,0) quand (x,y) tend vers (xo,0). 
La fonction ^ est done continue en (xo,0) et finalement 

la fonction est continue sur IR 2 . 

• Etudions la continuite de ^ en (xq,0), xq reel donne. Supposons tout d’abord xq = 0. Pour (x,y) G M 2 , 


g(x,y)-g(0,0) 


2ysin^J -xcos(J 
0 si y = 0 


si y / 0 


^2|y| + |x|. 


Quand (x,y) tend vers (0,0), |x| +2|y| tend vers 0 et done y£(x,y) tend vers y^(0,0) quand (x,y) tend vers 

( 0 , 0 ). 

df 


Supposons maintenantxo / 0. Poury / 0, ^(xo,y) = 2ysin f y j —xqcos f y J . Quand y tend vers 0, 2ysin ( y 


tend vers 0 car 


2ysin( f 


et xqcos ( n’a pas de limite reelle car x 0 / 0. Done g(x 0 ,y) n’a pas de limite 


quand y tend vers 0 et la fonction y) n’est pas continue en (xq,0) si xq / 0. On a montre que 


/ est de classe C 1 sur QU {(0,0)}. 


Etudions l’existence et la valeur eventuelle de J^(0,0). Pour x / 0, 

f((x0)-|((0,0) _ Q_Q _ 


X — 0 


= =o. 


df /^. QN df /q q\ 

Done — — ' — — tend vers 0 quand x tend vers 0. On en deduit que gyg^(0,0) existe et yyy (0,0) = 0. 


Etudions l’existence et la valeur eventuelle de 4-f-(0,0). Poury / 0, 


MMzMm _ ycos (°) _ i 

y-0 “ y ~ 


Done 


K(0, y )-^(0.0) 

y-o 


tend vers 1 quand y tend vers 0. On en deduit que -A- (0,0) existe et -^-(0,0) = 1. On 


d 2 


dydx ' 


dydx ' 


a montre que ^^(0,0) et (0,0) existent et sont differents. D’apres le theoreme de SCHWARZ, / n’est pas 
de classe C 2 sur OU{(0,0)}. 


6 



Correction de l’exercice 4 ▲ 

Soit (. x,y,z,t ) E R 4 . 


(p(x,y) = ( z,t ) 


e x — e y = z j y = t — x j y = t — x 

x+y = t ^ \ e* ~ e t ~ x = z ^ \ (e x ) 2 ~ ze x — e r = 0 




y = t —x 

e x = z — Vz 2 + 4<?' ou e x = z + Vz 2 + 4<?' 


e x = z + vV + 4e f , 
j = t —x 


Vz 2 + 4<? f < z — v 7 ? = z — |z| ^ 0) 


x = ln(z + a/z 2 + 4<?0 
y = t — ln(z + Vz 2 + 4e t ) 


(car z + \] z} + 4c' > z + V 7 ? 


z+ |z| ^ 0). 


Ainsi, tout element (z,t) E M 2 a un antecedent et un seul dans M 2 par <p et done (p est une bijection de M 2 sur 
lui-meme. 


La fonction (p est de classe C 1 sur M 2 de jacobien J(p(x.y) 


e x —e y 

1 1 


= e? + e y . Le jacobien de (p ne 


s’annule pas sur M 2 . En resume, (p est une bijection de M 2 sur lui-meme, de classe C 1 sur R 2 et le jacobien de 
( p ne s’annule pas sur M 2 . On sait alors que 


(p est un C 1 -dilTcomorphismc de M 2 sur lui-meme. 


Correction de l’exercice 5 ▲ 

Soit n E N. Soit i E I. La fonction f x '■ v y 2n+1 + v — -t est continue et strictement croissante sur M en tant 
que sonime de fonctions continues et strictement croissantes sur M. Done la fonction f x realise une bijection de 
M sur ] 1 i m y ^ f x (>’) ; 1 i m v .^ +tX) f x (>’)[= M. En particulier, l’equation f x (y) = 0 a une et une seule solution dans 
M que l’on note (p(x). 

La fonction / : (x, y) (->• y 2n+x +y — x est de classe C 1 sur R 2 qui est un ouvert de R 2 et de plus, V(jc, y) E R 2 , 
y^(x,y) = (2/i + 1 ) v 2 " + 1^0. D’apres le theoreme des fonctions implicites, la fonction (p implicitement detinie 
par l’egalite f(x,y) = 0 est derivable en tout reel .r et de plus, en derivant l’egalite \/x E R, (<p(x)) 2n+1 + (p(x) — 
x = 0, on obtient \/x E R, (2 n + 1 ) (<p (.x)) 2 " + (p'{x) — 1 = 0 et done 

V* E R, <p'(x) = (2n+1)( ^ t)p , +1 . 

Montrons par recurrence que "ip E BL, la fonction (p est p fois derivable sur R. 

- C’est vrai pour p = 1. 

- Soit p ^ 1. Supposons que la fonction <p soit p fois derivable sur R. Alors la fonction (p ! = ( ->„ + 1 ) y 2 / 1+ 1 est 

p fois derivable sur R en tant qu’ inverse d’une fonction p fois derivable sur R ne s’annulant pas sur R. On en 
deduit 

que la fonction (p est p + I fois derivable sur R. 

On a montre par recurrence que ip E N*, la fonction <p est p fois derivable sur R et done que 


la fonction <p est de classe C°° sur R. 


Calculons maintenant / = / 0 2 <p(t) dt. On note tout d’abord que, puisque 0 2,,+1 + 0 — 0 = 0, on a <p(0) = 0 et 
puisque \ 2n+x + 1 —2 = 0, on a <p( 2) = 1. 

Maintenant, pour tout reel x de [0,2], on a (p'(x)(<p(x)) 2riyl + (p'(x)(p(x) —x<p'(x) = 0 (en multipliant par (p'(x) 
les deux membres de l’egalite definissant (p(x)) et en integrant sur le segment [0,2], on obtient 
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fo (p'(x)((p(x)) 2n+1 dx + f ( f <p'(x)(p{x ) dx — JqX(p'(x ) dx = 0 (*). 


Or, / 0 2 (pfx){(p(x)) 2n+l dx = 
fo (p' (x) ( p (x) dx = 1 


(<pW) 2 


2 n +2 


= 2 n— 2 ‘ De m eme, fo ty' (x)<p(x) dx = 


(<p(*)) 2 


l 2 


Jo 


= i et done / ( 2 (p r (x)((p(x)) 2n+l dx- 


0)j+0 + | = D’ autre part, puisque les deux fonctions xH-retiH- <p(x) sont de classe 


C 1 sur le segment [0,2], on peut effectuer une integration par parties qui fournit 

— ffxcpfx) dx = [— x(p(x)]o + fo <p(x) dx = —2 +7. 


L'egalite (*) s’ecrit done 


71+2 


2 n +2 


— 2 + 7 = 0 et on obtient 7 = 


3»+2 


2 n +2 ‘ 




Correction de l’exercice 6 ▲ 

Soit x £ I. La fonction f x : y i-+ e x+v + >’ — I est continue et strictement croissante sur M en tant que somme 
de fonctions continues et strictement croissantes sur M. Done la fonction f x realise une bijection de M sur 
] lim v _ > _oo/ A (j),lim v ^ +0 o/ Y (j)[= M. En particulier, l’equation f x ( v) = 0 a une et une seule solution dans M que 
l’on note <p(x). 

La fonction / : (x,y) i-+ e xly +)’ — 1 est de classe C 1 sur M 2 qui est un ouvert de M 2 et de plus, V(x,_y) <£ M 2 , 
c ijt(x,y) = e x+y + 1/0. D’apres le theoreme des fonctions implicites, la fonction (p implicitement definie par 

l’egalite f(x,y) = 0 est derivable en tout reel x et de plus, en derivant l’egalite Vx G M, e x+<p ( x > + (p(x) — 1=0, 
on obtient Vx £ R, (1 + (p 1 (x))e* +<p W + (p'{x) = 0 ou encore 

VxGM, 9 , W = -^ r (*). 

On en deduit par recurrence que <p est de classe C“ sur M et en particulier admet en 0 un developpement limite 
d’ordre 3. Determinons ce developpement limite. 

lere solution. Puisque c 0+0 + 0 — 1 = 0, on a <p( 0) = 0. L'egalite (*) fournit alors <p'( 0) = — ^ et on peut poser 
<p(x) = — lx + ax 2 + bx 3 + o(x 3 ). On obtient 


£ x+<p(x) _ e j+ax 2 +bx 3 +o(x 3 ) 
x — >0 

1 + (s +“ 2 + fa3 ) + \ (+“T+ 1 © 3 +°<* 3 ) 
^o l+X 2 + ( a+ l) x2+ { b+ ^ + is) x3+o{x>) - 

L'egalite e x+( P- xl + <p(x) — 1 = 0 fournit alors a + i+ fl = 0etZ7 + | + ^+ ft = 0ou encore a 
2eme solution. On a deja <p( 0) = 0 et <p 7 ( 0) = 0. En derivant l’egalite (*), on obtient 

/// \ _ (l+<p\x))e x+ ^ x \e x+ ^+l)-(l+<p'(x))e x+ ^ x fe x+, l ,( - x '>) _ ( 1 +<p l (x))e x+ 1’M 

V A “ (e*+9W+l) 2 “ (V+vM+i) 2 ’ 


~J6 etb = 


1 

192- 


et done y ~ 0i — 

<p (3) (x) = — <p"(x) 


2 = _ 2x2? = — 16 • De m ®me, 


x+<p(x) 


_ (\ + (P , (x))e x+<f ’( x ' > (1+<P ' W) , 4- (1 + m'(x) V r+<p( - v) 2( 1+< P'W^ r+ f ~ r) 

(e^fW+l f 1 ( e »^W + 1 ) 2 + '‘ (e*+?W+l ) 3 ■ 


et done 


9 A (0) = g(fX^ — ^ x + ^ x ^ = -|^.La formule de Taylor-Young refournit alors 


2 8 


192 



Correction de l’exercice 7 ▲ 

On derive par rapport a A les deux membres de l’egalite /(Ax) = A r f(x) et on obtient 

Vx = (xi,...,x„) G R", VA > 0, L" = iX,-^(Ax) = rA r_1 /(x), 

et pour A = 1, on obtient 

Vx = (xi, ...,x„) G R" LLtX^(x) = r/(x). 


Correction de l’exercice 8 ▲ 


1. / est de classe C 1 sur R 2 qui est un ouvert de R 2 . Done si / admet un extremum local en un point (xo,yo) 
de R 2 , (xi). >’o) est un point critique de /. 


x = —2 


,, . 3x 2 + 6xv— 15 = 0 j x = 2 

_ 12 = o ! ou \ ,=-1 


Reciproquement, r = 6x + 6y, t = 0 et 5 = 6x puis rt — s 2 = —36.x 2 . Ainsi, (rt — s 2 ) (2, = (rt — 

s 2 ) (— 2, — |) = —144 < 0 et / n’admet pas d’extremum local en (2, ou (— 2, — 


/ n’admet pas d’extremum local sur ' 


2. La fonction / est de classe C 1 sur R 2 en tant que polynome a plusieurs variables. Done, si / admet un 
extremum local en (xo,yo) R 2 , (*o,yo) est un point critique de /. Soit (x,y) G R 2 . 


§£(*>?) = 0 


dx 

%(*,y) = o ”1 tO-j)+V = o 

o 0,0 € {(0.0). (02, 02) , (- V 2 .-V 2 ) } . 

Reciproquement, / est plus precisement de classe C 2 sur R 2 et 

r(x,y)t (x,y) -s 2 (x,y) = (-4 + 12x 2 )(-4+ 12y 2 ) - (4) 2 = -48x 2 - 48y 2 + 144x 2 y 2 = 48(3x 2 y 2 -x 2 -y 2 ) 
• (rt — s 2 ) ^y/2, y/2j =48(12 — 2 — 2) >0. Done / admet un extremum local en (^/2, y/2 ^ . Plus preci- 
sement, puisque r (^/2, = 2x12 — 4 = 20 >0, / admet un minimum local en (^/2, y/2^ . De plus, 

pour (x,y) G R 2 , 




— 4(x — y) + 4x 3 = 0 f x 3 + y 3 = 0 


^ — 4(x — y) + 4x 3 = 0 ^ | x 3 - 2x = 0 


y = -x 


/(x,y) — f (V 2,y/2) = — 2(x — y) 2 +x 4 +y 4 — 8 = x 4 + y 4 — 2x 2 — 2y 2 + 4xy + 8 

^ x 4 +y 4 - 2x 2 - 2y 2 - 2(x 2 +y 2 ) + 8 = (x 4 - 4x 2 + 4) + (y 4 - 4y 2 +4) = (x 2 - 2) 2 + (y 2 - 2) 2 


> 0 . 


et f y v2, v2j est un minimum global. 

• Pour tout (x,y) G R 2 , /(— x, — y) = /(x,y) et done / admet aussi un minimum global en y/2, — \/2j 
egal a 8. 

• /( 0, 0) = 0. Pour x / 0. /(x,x) = 2x 4 > 0 et done / prend des valeurs strictement superieures a /( 0, 0) 
dans tout voisinage de (0,0). Pour x G —y/2, \fl \ {0}, /(x, 0) = x 4 — 2x 2 = x 2 (x 2 — 2) < 0 et / prend 
des valeurs strictement inferieures a /( 0,0) dans tout voisinage de (0,0). Finalement, / n’admet pas 
d’extremum local en (0,0). 
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/ admet un minimum global egal a 8, atteint en 

'V2,V2 

et 

(— >/2,— v/2) 

1 


Correction de l’exercice 9 ▲ 

On munit d’une norme sous-multiplicative | . Soit A G GL„(M). On sait que GL n (W) est un ouvert de 

■// n (W) et done pour H G de norme suffisamment petite, A + H G GL„(M). Pour un tel // 

(A + //) _1 — A” * 1 = (A + //) _1 (/„ — (A + //)A~ 1 ) = —(A+H)~ l HA~ l 

puis 


(A + //) _1 — A -1 +A _ 1 //A _1 = —(A + H)~ 1 HA~ l +A~ l HA~ l = (A +//) _ 1 (— //A~' + (A + H)A~ 1 HA~ l ) 

= (A + H)- l HA~ l HA~ l . 

Par suite, ||/(A + //) —/(A) +A _1 //A _1 || = IKA + //)- 1 - A^ 1 AA^'/M^ 1 1| < || (A +//)” 1 1| ||A _1 1| 2 ||//|| 2 . 
Maintenant, la formule M 1 = , [et j M; f (coni (A/)), valable pour tout M G GL„(M), et la continuite du determinant 
montre que I' application M hg M 1 est continue sur 1’ ouvert GL„(M). On endeduit que ||(A + //) _1 || tend vers 
||A _1 1| quand H tend vers 0. Par suite, 

lim g ,q || (A +H)~ l || ||A _1 1| 2 ||//|| = 0 et done lim g , 0 ^ ||(A+//) _1 — A^ 1 +A- l HA~ l || = 0. 
Comme l’application H i-g —A 1 HA 1 est lineaire, e’est la differentielle de / en A. 

VA G GL„(M), VH G ^„(R), df A (H) = -A- X HA~ X . I 


Correction de I’exercice 10 ▲ 


Pour tout complexe z tel que |z| ^ 1, 

I sin(z) | = < LtZ o (Kyr = sh (kl) < shl > 


l’egalite etant obtenue effectivement pour z = i car | sin (/) | = 


i 2 -fl 
e —e 


2 i 


= sh(l). 




Correction de l’exercice 11 ▲ 

1. Pour (x,y) G M 2 , on pose P(x,y) = 2x + 2 y + e* +y = Q(x,y). Les fonctions P et Q sont de classe C 1 
sur M 2 qui est un ouvert etoile de M 2 . Done, d’apres le theoreme de SCHWARZ, co est exacte sur M 2 si et 
seulement si ^ ^ et comme ^ = 2 + e x+y = ^ , la forme differentielle co est une forme differentielle 

exacte sur M 2 . 

Soit / une fonction / de classe C 1 sur M 2 . 


df = co V(x,y) G 


%(x,y) = 2x + 2 y + e x+y 
^(x,y) = 2x + 2y + e x+y 


G C^RjR)/ y(x,y) G 


<G> 3A G 
<G> 3A G 


x,y) G i 


f(x,y)=x 2 + 2xy + e x+y + g{y) 

2x + e x+y + g' (y) = 2x + 2y + e x+y 

f(x,y)=x 2 + 2xy + e x+y + g(y) 

g(y) = y 1 + k 


x,y) G M 2 / f(x,y) = (x + y) 2 + e x+y + A . 
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Les primitives de co sur IR 2 sont les fonctions de la forme (x,y) ha {x+y) 2 + e x+y + X, X £ M. 
Remarque. On pouvait aussi remarquer immediatement que si f(x.y) = (x + v) 2 + e x+y alors df = co. 

2. La forme differentielle co est de classe C 1 sur £1 = {(x,y) € M 2 / y > x} qui est un ouvert etoile de M 2 car 
convexe. Done, d’apres le theoreme de SCHWARZ, co est exacte sur Q si et seulement si co est fermee sur 
O. 

JL ( x \ _ d_ ( 1 | 1 4 _ __! Jy_ _ x+y __ x+y 

dx \ (x- y y- ) - dx \x-y ^(x-y) 2 ) ~ (. x-y ) 2 (. x-y ) 3 “ (. x-y ) 3 ~ (y-x) 2 ' 

JL ( y \ — JL ( 1 r 1 { — 1 I 2x _ X+y _ JL ( x \ 

dy v (x-y) 2 ) dy ^ y-x X (y-x ) 2 ) (; y-x ) 2 (y-x ) 3 (>'-x ) 3 dx ^ (x-y) 2 ) ’ 

Done co est exacte sur l’ouvert Q. Soit / une fonction / de classe C 1 sur M 2 . 


df = co<+ f{x,y) £ O, 


%(x>y) = -£=$ 2 


4A 3g G C^R,!!)/ V(x,y) G O, 
JX £ M/ V(x, y) £ a, f(x,y ) 


f(x,y) = +++g{y) 

jjz W +g'(y) = jjz W 

^+x. 

x-y 


Les primitives de co sur D. sont les fonctions de la forme (x, >’) ha + X, X £ M. 

3. co est de classe C 1 sur M 2 \ { (0,0)} qui est un ouvert de M 2 mais n’est pas etoile. On se place dorenavant 
sur O = M 2 \ { (jc, 0) , x g] — °°, 0] } qui est un ouvert etoile de M 2 . Sur O, co est exacte si et seulement si 
co est fermee d’apres le theoreme de SCHWARZ. 

(^ x 2+ y 2 —y^j = — (^ 2 ^ 2)2 = jy • Done co est exacte sur O. Soit / une application de classe C 1 

sur O. 


df = co ++ V(x,y) £ O, 


Uc^y) = x4j? 

%(x,y) = ^-y 


4A 3g G C*(M,M)/ V(x,y) G O, 
4A 3A G M/ V(x, y) £ O, f(x,y) 


d / x (x,y) = \ln ( x 2 + f) +g (y) 
^+g'(y) = x ifyi-y 

^(ln (x 2 +y 2 )-y 2 ) + X. 


Les primitives de co sur Q sont les fonctions de la forme (x,y) ha j(ln(x 2 + y 1 ) —y 1 ) + X, X Gl. 

Les fonctions precedentes sont encore des primitives de co sur M 2 \ {(0,0)} et done co est exacte sur 

K 2 \{(0,0)}. 

4. co est de classe C 1 sur ]0,+°o[ 2 qui est un ouvert etoile de M 2 . Done co est exacte sur ]0,+°°[ 2 si et 
seulement si co est fermee sur ]0, +°°[ 2 d’apres le theoreme de SCHWARZ. 

lx (~k) = xb et l (k) = -ik- Donc lx f-i) + 1 (k) et “ n ’ est P as exacte sur ]°> +°°[ 2 - 




xy- 


On cherche un facteur integrant de la forme h : (x,y) ha g(x 2 + y 1 ) oil g est une fonction non nulle de 
classe C 1 sur ]0, +°°[. 

lx (-^(^ 2 +r)) =^(^ 2 +r)- ^ / (^ 2 +r)et| ; (^g(x 2 +/)) =-^jg(x 2 +r) + 4g'(x 2 + 


12 12 

hco est exacte sur ]0, +oo[ 2 <g> V(x, y) G]0,+°o[ 2 , ~ r ^g{x 2 +y 2 ) - —g{x 2 +y 2 ) = — +y 2 ) + — g (x 2 +y 2 ) 

x z y~ y z x z y z x z 

4AV(x,j) G]0 ,+oo[ 2 , -j^g(x 2 +y 2 ) - - g'(x 2 + y 2 ) = 0 

x z y x~y z 

4A Vi > 0, -tg(t) +g{t) = 0 4A 3X £ M/ Vi > 0, g(t) = Xt. 
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La forme differentielle (a 2 + y 2 ) 0 ) est exacte sur ]0,+°°[ 2 . De plus, 


d (f - i) = (i + *)*-(? + 1) dy = (X +y>. 


Correction de l’exercice 12 ▲ 


1. Soit / une application de classe C 1 sur M 2 . Posons f(x 7 y) = g(u,v) ou u = x+y et v = x + 2y. L’ applica- 
tion (x,y) (.r + v,a' + 2>>) = (n,v) est un automorphisme de M 2 et en particulier un C'-diffeormorphisme 

de M 2 sur lui-meme. 


df = A 

dx dx 


(sM)=tx¥,+ B £xU = 3 A+U 


De meme. 


d£ — dg 
dy du 


+ et done 


— 9 ^?_ i _ 9 ^?_^?_ 9 ^£ — dg 
^ dx dy ^du'^dv du ^ dv du * 

Par suite, 2% - ^ = 0 g = 0 4^ 3/; G C 1 (R, R)/ V(m, v) £l 2 , g(u,v) =h(v)<=> 3h G C 1 (R, R) / V(jc,y) € 
K 2 , /(jc,y) =/j(x + 2y). 

Les solutions sont les (x,y) i-a /j(a + 2j) ou /i G C^RjR). I 


Par exemple, la fonction (x,y) i— » cos y 2 (a + lyj 2 + I est solution. 

2. Soit / une application de classe C 1 sur M 2 \ {(0,0)}. Posons f(x,y) = g(r, 0) ou x = rcosO et y = 
rsinO. L’ application (r,6) H > (rcosO, rsinO) = (x,y) est un C'-diffeormorphisme de ]0, +oo[x [0, 2n[ 
sur M 2 \ {(0,0)}. De plus, 


dg _ d_ 
dr dr 




= + inf) 


df 

dy’ 


et 


Done 


dg_ — A 
de de 


(ffay)) 


dig df , dv df 

de dx ' de dy 


- r sme^ + r cose^=x%-y^. 


dy - y ~J x =0<^ — = 0f>3h l GC 1 (]O,+oo[,M)/V(r,0) g]0,+°°[x [0,27r[, g(r,6) = h(r ) 

^ 3h\ G C 1 (]0, +°°[,R)/ V(a, y) G M 2 \ {(0,0)}, f(x,y) = h i ( v^+?) 

^ 31i G C^jO, +°°[,R)/ V(x,;y) G M 2 \ {(0,0)}, f(x,y) = h(x 2 +y 2 )- 


3. Soit / une fonction de classe C 2 sur ]0, +°o[xM. D’apres le theoreme de SCHWARZ, 

Soit (p : ]0,+°°[xM — > ]0,+oo[xM . Done si on pose f(x, y) = g(u, v), on a g = fo (p. 

(w,v) i-A (u,uv) = (x,y) 

Soit (x,y,u,v) G]0,-|-oo[xRx]0, +°o[xM. 


(p{u,v) = (x,y) 


U = X 

uv = y 


u = x 


v = y - 


Ainsi, (p est une bijection de ]0, +°°[ sur lui-meme et sa reciproque est l’application 

( p : ]0,+°°[xM —>■ ]0,+oo[xM . 

(x,y) i-A (x, |) = (u,v) 

De plus, (p est de classe C 2 sur ]0, +°o[xM et son jacobien 
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Jtp(u,V ) = 


1 0 

V u 


= u 


ne s’annule pas sur ]0,+°°[xM. On sait alors que (p est un C 2 -diffeomorphisme de ]0,+°°[xM sur lui- 
meme. 

Puisque g = fo (p et que (p est un C 2 -diffeomorphisme de ]0, +°o[xM sur lui-meme, / est de classe C 2 
sur ]0, +°°[xM si et seulement si g est de classe C 2 sur ]0, +°°[xM. 

• — dudi,dvdi_dg_^di 
dx dx du ' dx dv du x 2 dv * * 

• 'LL = dudi,dvdg = ldg 

dy dy du dy dv x dv * 

m 'LL — JL ( dg _ 2_ dg\ _ ( d 2 g y d 2 g \ , f 2y dg _ y_ d 2 g , + dyg\ _ +g _ 2y d 2 g . y 2 d 2 g . 2y dg 

dx 2 dx ydu x 2 dv J \du 2 x 2 dudv J yjc 3 dv x 2 dudv x 4 dv 2 J du 2 x 2 dudv x 4 dv 2 ' x 3 dv’ 

m d 2 f _ d_ ( dg _ — 1 d 2 g 1 dg y d 2 g 

<9jcd;y <9v \du x 2 dv J x dvdv x 2 dv x 3 dv 2 ‘ 

m <Pf- d_ f ldg\ _ + d+ 

dy 2 dy \x dv J x 2 dv 2 ‘ 

Ensuite, 


2 d 2 f, 0 d 2 f 
X dx 2 +1Xy dxdy 


2&J_ - 2 d2 S 

y dy 2 du 2 y dudv 


tydg_ d 2 g 
x 2 dv 2 x dv y dvdv 


= x 


.2 d 2 g 


2 ydg 2 y 2 d 2 g y 2 d 2 g 

x dv x 2 dv 2 x 2 dv 2 


Ainsi, 


d 2 f d 2 f d 2 f d 2 s 

V(x,y) e]0,+°o[xR, x 2 -^-(x,y) +2xy-^-(x,y) +y 2 -^-(x,y) = 0 V(w,v) g]0,+°°[xM, (k,v) = 0 

3h G C 2 (M,M)/ V(m,v) g]0,+°°[xR, -^(h,v) = h(v) 

ou 

3(h,k) G (C 2 (M,M)) 2 / V(m,v) e]0, +°°[xM, g(u,v) = uh(v ) + fc(v) 

3(h,k) G (C 2 (M,K)) 2 /V(x,v) G]0,+°o[xM, f(x,y) = xh(xy) + k{xy) . 

Les fonctions solutions sont les (jc,;y) >-)■ xh(xy) + k(xy) ou h et k sont deux fonctions de classe C 2 sur M. 


Correction de l’exercice 13 ▲ 

On munit (M 3 ) 2 de la norme definie par V(x,y) G (M 3 ) 2 , ||(x,y)|| = Max{ 1 1 /i 1 1 2 , Plb}- 

• Soit (1 a,b ) G (M 3 ) 2 . Pour (h,k) G (M 3 ) 2 , 

f((a,b ) + (h,h)) = (a + h).(b + k) = a.b + a.h + b.k + h.k, 

et done f((a,b) + (h,h)) — f((a,b)) = ( a.h + b.k ) + h.k. Maintenant l’application L : ( h,k ) 1 — > a.h + b.k est 
lineaire et de plus, pour (h,k) / (0,0), 

\f((a,b) + (h,h))-f((a,b))-L((h,k))\ = \h.k\ < H/ 2 H 2 PH 2 ^ ||(M)|| 2 , 

etdonc J{ii+\\\f(( a ^ b ) + (h,h))-f((a,b))-L((h,k))\ < ||(A,*)|| puis 

lim (/aH(0 0) np||:J/((a,Z?) + (A, A)) - /((a, A)) -L((A,*))| = 0. 

Puisque l’application (h,k) a.h + b.k est lineaire, on en deduit que / est differentiable en (a, b) et que 
\/(h,k) G (M 3 ) 2 , df( a j,)(h,k) = a.h + b.k. 

La demarche est analogue pour le produit vectoriel : 

jp^jll ||(fl + /j) A (b + k) — a Ab — a Ah — b Ak \\2 = jj^|| < < ll(M)ll- 
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Puisque l’application (h,k) a A li + b A k est lineaire, on en deduit que g est differentiable en ( a,b ) et que 
V(li,k) £ (M 3 ) 2 , dg^h^hjk) = aAh + b Ak. 


Correction de l’exercice 14 ▲ 

• Pour tout x £ E, ||/(x) || = = 1 ■ Done / est bien une application de E dans B. 

• Si y = 0, pour x £ E, f(x) = y 44 l+Jbf' 3 ' = 0 44 x = 0. 

Soit alors y £ B\ {0}. Pour x £ E, 

/(x) = y =4- x = (1 + ||x||)y =4 3A £ K/ x = Ay. 

Done un eventuel antecedent de y est necessairement de la forme Ay, A £ M. Reciproquement, pour A £ M, 

f&y) = Tmay et donc 


44 (A ^ 0 et (1 — 1 1 1 1 ) A = 1) ou (A < 0 et (1 + ||y||)A = 1) 

^ ( car lbll < !)■ 

Dans tous les cas, y admet un antecedent par / et un seul a savoir x = ^ | ^ v. Ainsi, 

/ est bijective et Vx £ B, / _1 (x) = y^y^x. 

• On sait que l’application x h > ||x|| est continue sur M 2 . Donc Papplication x H > pppy est continue sur M 2 
en tant qu’inverse d’une fonction continue sur R 2 a valeurs dans M, ne s’annulant pas sur M 2 . L’application 
x -pqpq est continue sur B pour les memes raisons. Donc les applications / et / -1 sont continues sur M 2 et B 
respectivement et on a montre que 


l’application / : E — > 

x i ^ 


B est un homeomorphisme. 

Hfll 


Correction de l’exercice 15 ▲ 

lere solution. Pour x = (xi , . . . ,x„) £ M", /(x) = \Jy!,'= \A- f est de c l asse C 1 sur M' ! \ {0} en vertu de theo- 
remes generaux et pour tout x = (xi, . . . ,x„) GK"\ {0} et tout i £ [l,nj 


df 

dxj 


(x) 





On en deduit que / est differentiable sur M” \ {0} et pour xGR" \ {0} et h £ . 


■'/-(*) = E’.i = iSr- 


Vx e R" \ {0}, Mli £ R", df x (h) = 


2 eme solution. Soit xGR" \ {0}. Pour h £ R", 


puis 


L. i ;,ll. IU.II {\\x+h\\ 2 -\\x\\ 2 ){\\x+h\\ 2 +\\x\\ 2 ) 

\x + h\\ 2 - 1 1 X 1 1 2 - \\x+hh+\\x \\2 


2(x\h)+\\h\\l 

Ib+tilb+IWb’ 
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ll*+%-IWl 2 -j|- lx+hh+H2 

Maintenant, on sait que P application x i — > ||x ||2 est continue sur R". On en deduit que 


2 ( x |/ i )+||/(||2 


x\h 

PE 


-(P+ft||2-||-dl2)(-t|^) + llx|| 2 ||/i| 

(||A'+/i||2 + ||jc||2)||x|| 2 


1 


1 


(P+MEPPEIPE 2 l! jc ll: 


et aussi que ||x + /i ||2 — ||x ||2 tend vers 0 quand h tend vers 0. Ensuite, puisque |(x|/z)| ^ | |xr 1 1 2 1 1 /r 1 1 2 (inegalite de 
Cauchy-Schwarz), on ax|/i = 0(||/z|| 2 ) puis (||x + /z || 2 - ||x|| 2 ) (x\h) = o(\\h\\ 2 ). 

h-> 0 /i — >0 


Finalement, 


-(I|-T+/i||2-||-vH2)(-v|/7) + ||.vH 2 ||/i||2 _ 

(P+M2+H2IPE /,_> 0 


et done 


\\x + h h h = o \\x\\ 2 + || +o(\\h\\ 2 ). 

Puisque l’application li i-a || est lineaire, on a redemontre que / est differentiable en tout x de R" \ {0} et que 
Vx G R M \ {0}, V/i G R", df x (h) = 

Soit L une application lineaire de R" dans M c’est-a-dire une forme lineaire. 

pj£ (l|0 + /z || 2 — ||0|| 2 — L(h)) = l—L (p,y). 

Supposons que cette expression tende vers 0 quand li tend vers 0. Pour u vecteur non nul donne et t reel non 
nul, l’expression l—L = 1 — rpL tend done vers 0 quand t tend vers 0. Mais si t tend vers 0 par 

valeurs superieures, on obtient L(u) = ||n ||2 et si t tend vers 0 par valeurs inferieures, on obtient L(u) = — ||z< H 2 
ce qui est impossible car u / 0. Done / n’est pas differentiable en 0. 


Correction de l’exercice 16 ▲ 

On pose BC = a, CA = b et AB = c et on note .<// l’aire du triangle ABC. Soit M un point interieur au triangle 
ABC. On note I, J et K les projetes orthogonaux de M sur les droites (BC), (CA) et (AB) respectivement. On 
pose u = aire de MBC, v = aire de MCA et iv = aire de MAB. On a 

d(M, (BC)) x d(M, (CA)) x d(M, (AB)) =M/xM/xM=^x^x^ = Wc uv ^ ~ u ~ v )‘ 

II s’agit alors de trouver le maximum de la fonction / : (u,v) uv(s 2 / — u — v) sur le domaine 

T = { (u, v) G M 2 / u^0, v^Oet u + v ^ 

T est un compact de M 2 . En effet : 

- V(m,v) G T 2 , || (u, v) || 1 = u + v ^ srf et done T est bornee. 

- Les applications <pi : (u,v) 1 — > u, (p 2 : (u,v) i-a v et (p 2 : (u, v) i-A- u + v sont continues sur Hr en tant que 
formes 

lineaires sur un espace de dimension finie. Done les ensembles Pi = {(u,v) £ R 2 / u ^ 0} = <pf 1 ([0,+ oo [), 

P 2 = {(u, v) £ R 2 / v^0} = 9 2 _ 1 ([0, +°°[) et Pi = {(“> v) ^ R 2 / n + v ^ 0} = — °°,0]) sont des fermes de 

R 2 

en tant qu’images reciproques de fermes par des applications continues. On en deduit que T = Pi 0 P? Pi P 3 est 
un 

ferme de R 2 en tant qu’ intersection de fermes de R 2 . 

Puisque T est un ferme borne de R 2 , T est un compact de R 2 puisque R 2 est de dimension finie et d’apres le 
theoreme de Borel-Lebesgue. 

/ est continue sur le compact T a valeurs dans R en tant que polynome a plusieurs variables et done / admet 
un maximum sur T . 

O 

Pour tout (m,v) appartenant a la frontiere de T, on a f(u,v) = 0. Comme / est strictement positive sur T = 

O O 

{(m, v) £ R 2 / u > 0, v > 0 et u + v < 0}, / admet son maximum dans T . Puisque / est de classe C 1 sur T qui 

O 

est un ouvert de R 2 , si / admet un maximum en («o, vo) £ T, (uq,vo) est necessairement un point critique de /. 
Soit (u,v) £ T. 
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2 u + v = srf 
u + 2v = ,5/ 


4A u = v = : y . 


^(“> v )=0 

§£(«> v ) =0 


v(.cA — 2w — v) = 0 
m(,c/ — u — 2v) = 0 




Puisque / admet un point critique et un seul a savoir (no, vo) = (y,y), / admet son maximum en ce point 
et ce maximum vaut /(no, vo) = . Le maximum du produit des distances d’un point M interieur au triangle 

ABC aux cotes de ce triangle est done 

Remarque. Onpeut demontrer que pour tout point M interieur au triangle ABC, on a M = bar ((A,aire de MBC ), (B. a ire de M 
Si maintenant M est le point en lequel on realise le maximum, les trois aires sont egales et done le maximum 
est atteint en G l’isobarycentre du triangle ABC. 


Correction de l’exercice 17 A 

Soient A et B les points du plan de coordonnees respectives (0, a) et (a, 0) dans un certain repere M orthonorme. 
Soit M un point du plan de coordonnees (jc,y) dans Pour (x,y) £ R 2 , 


f(x,y ) 


MA 



MA+ MB / AB avec egalite si et seulement si M £ [AS]. 


Done / admet un minimum global egal a AB = ay/2 atteint en tout couple (x,y) de la forme (An, (1 — A)a), 
A £[0,1], 


Correction de l’exercice 18 A 

Puisque la fonction ch ne s’annule pas sur R, g est de classe C 2 sur R 2 et pour (x,y) £ R 2 , 

dg( r .0 _ o sin(2x) ri ( cos(Zr) \ 
dx ^ ’■'A ch(2 y)J y ch(2y) J 

puis 


<Pg, s = _ 4 cos ( 2 ^) f, ( cos (2x)\ sin 2 (2x) „ ( cos(2.r) \ 

dx- ’ ch(2y) \ ch(2y) ) ch 2 (2y) \ ch (2y) / 

cos(2x) . / cos(2.r)\ , 1 — cos 2 (2x) .. ( cos(2r)\ 

ch(2y) f Vch(2y)J + ch 2 (2y) f { ch(2 y) ) ' 

De meme, 

dg( v v \ _ n cos(2x) sh(2y) ( cos(2 *)\ 

dy\ X ^yi ch 2 (2 \y) A ^ ch(2y) J 

puis 


$<-> - - 2 ^) 2ch3( - ) ;;gr )ch( -v ® (^$) 

Done, pour tout (x,y) £ R 2 , 


ch~(2;y) A / _ 0 cos(2x) fl f cos(2,r) \ / cos 2 (2x) ^ / cos(2x) \ 

4 " ' ’ ch(2y) •' V ch(2y) / \ ch 2 (2y) )' \ ch(2 y) J ' 

Maintenant, pour (x,y) £ R 2 , —1 / ^ 1 et d’autre part, l’expression j = cos(2x) decrit [—1,1] quand 

xdecritR. Done j ’ ( x a) £R 2 | = [— 1, 1], Par suite, 


, / cos(2.r) \ cos 2 (2s)(ch 2 (2y)-l) 

V ch(2y) J ch 4 (2 y) 


cos 


ch(2 y) J ' 
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V(x,y) M 2 , Ag(x,y) = 0<^>Vf G [-1,1], (1 - t 2 )f"(t) - 2tf(t) = 0. 


On cherche une application / de classe C 2 sur 

ch(2v) = lA>;y = 0etxG |Z. Done 


1,1[. Or 


cos(2x) 
ch (2y) 


1 |cos(2x)| = ch(ly) |cos(2x)| = 


V(x, v) M2 \{(Y’0)>* eZ }> A s(x,y) = o ^ Vf G] - 1, 1 [, (1 - t 2 )f(t) - 2 tf\t) = 0 

Vf G] — 1, 1 [, ((1 — t 2 )f')'(t) = 0 4^ 3A G R/ Vf G] - 1, 1 [, /'(f) = y^72 
3(A,/i) G M 2 / Vf g] — 1, 1[, /(f) = Aargthf + fj.. 

De plus, / n’est pas constante si et seulement si [i = 0. 

L’ application f i-a argthf convient. I 


Correction de 1’exercice 19 ▲ 


Soit (x,y) G R 2 . La matrice jacobienne de / en (x, v) s’ecrit 


oil c et s sont deux fonctions 


c(x,y) -s(x,y) 
s(x,y) c(x,y ) 

de classe C 1 sur R 2 telle que c 2 + s 2 = I (*). II s’agit dans un premier temps de verifier que les fonctions c et 5 
sont constantes sur R 2 . 


Puisque / est de classe C 2 sur R 2 , d’apres le theoreme de SCHWARZ, Ceci s’ecrit encore 


dy 


d_ 

dx 


— S 


ou enfin 


V(jc,y) G R 2 , 




-¥,M 

ff(-v) 


(**). 


En derivant (*) par rapport a x ou a y, on obtient les egalites eff + = 0et =0. Ceci montre que 

c 


les deux vecteurs 


dc N 

[ dc 

dx 

( dy 


et 

ds 

/ l 

dx / 

V dy 


sont orthogonaux au vecteur non nul 


et sont done colineaires. 


Mais l’egalite (**) montre que les deux vecteurs ^ 
Finalement, pour tout (x,y) G R 2 , les deux vecteurs 


dc 

dx 

ds_ 

dx 


et 


d fx^y) 

Tx&y) 


dc 

dy 

ds 

dy 


et 


sont aussi orthogonaux l’un a P autre. 

dc ( 
dy' 


¥<x,y) 


%<s.y) 


sont nuls. On en deduit que 


les deux applications c et s sont constantes sur R~ et done, il existe 6 dans R tel que pour tout (x,y) G R 2 , la 

cos(0) — sin(0) 
sin(0) cos(0) 

Soit g la rotation d’ angle 0 prenant la meme valeur que / en (0,0). / et g ont memes differentielles en tout 
point et coincident en un point. Done / = g et / est une rotation affine. 


matrice jacobienne de / en (x,y) est 


Soit / : R 2 -A R 2 de classe C 2 dont la differentielle en tout point est une rotation. 

Alors / est une rotation affine. 
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